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Abstract
Die vorliegende Arbeit befaßt sich mit der Modellierung einer linearen Induk-
tionsmaschine. Nach einer kurzen Einleitungen und einigen Hinweisen zu den
mathematischen Grundlagen, wie sie im Weiteren vorausgesetzt werden, folgt
die Herleitung der Modellgleichungen. Fu¨r die sich anschließenden Aussagen
u¨ber die Stabilita¨t einer stationa¨ren Lo¨sung werden die erhaltenen Gleichun-
gen linearisiert. Schließlich soll an kurzen Fallbeispielen gezeigt werden, wie das
Modell numerisch ausgewertet werden kann.
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Einleitung
Die elektrische Maschine ist sicherlich eine der pra¨gensten Technologien des
letzten Jahrhunderts und heute allgegenwa¨rtiger denn je. Mit den wachsenden
Forderungen an die Anwendung wird es notwendig, mathematische Modelle fu¨r
den Antrieb zu finden. Die Ursache hierfu¨r liegt darin, daß drehzahl– und dreh-
momentvariable Motoren einer Regelung bedu¨rfen, welcher das mathematische
Modell der betreffenden Maschine hinterlegt ist.
Neben den Forderungen aus der Anwendung werden genauere Modelle bereits
auch im Entwurf und in der Phase der Auslegung eingesetzt. Sie erlauben einen
Zuschnitt nach Maß und werden dort angewendet, wo die Faustformeln des
Ingenieurs zu ungenau sind.
Ziel dieser Arbeit ist nun die qualitative Analyse der Bewegungsgleichungen
eines asynchronen Linearmotors mit unstrukturiertem Sekunda¨rteil auf Grund-
lage der Bewegungsgleichungen nach Grotstollen zu untersuchen.
Hierzu wird zuna¨chst die Herleitung dieser Gleichungen aus den ihnen zu-
grunde liegenden Gesetzma¨ßigkeiten rekapituliert. Nach der Linearisierung des
Differentialgleichungssystems werden Untersuchungen zur Arbeitspunktstabi-
lita¨t angestellt, welche anschließend im Versuch, also durch Integration der
nichtlinearen Gleichungen verifiziert werden.
Einen letzten Schwerpunkt bildet die Untersuchung des Einflusses der Ma-
schinenparameter auf die Dynamik des Motors.
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1 Einfu¨hrung
1.1 Mathematische Vereinbarungen
1.1.1 Zur der Verwendung von Vektoren
Strom, Spannung und magnetische Flußverkettung sind natu¨rlich keine vekto-
riellen Gro¨ßen. Dennoch werden bei der Beschreibung sog. Dreiphasensysteme
Vektoren fu¨r eben jene skalaren Gro¨ßen definiert. Was man sich darunter vor-
zustellen hat, soll im Folgenden exemplarisch am Beispiel des Stromes i gezeigt
werden.
Ein symmetrisches Dreiphasenwechselstromsystem besteht aus drei Leitern,
welche die zeitlich periodischen Stro¨me
ia(t) = iˆ cos(ωt) (1.1)
ib(t) = iˆ cos
(
ωt− 2pi
3
)
(1.2)
ic(t) = iˆ cos
(
ωt +
2pi
3
)
(1.3)
fu¨hren und ra¨umlich in einem gleichseitigen Dreieck (vgl. Abb. 1.1), also wie-
derum mit einem Winkel von 2pi3 gegeneinander verschoben, angeordnet sind.
Aufgrund dieser Symmetrie kann fu¨r die Stro¨me vereinfachend ein Vektor i wie
folgt eingefu¨hrt werden:
i :=
2
3
(iaea + ibeb + icec) (1.4)
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Abbildung 1.2: abc– und αβ–
Koordinatensystem
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Die besonderen Eigenschaften der Stro¨me, mit denen sie in (1.1), (1.2), (1.3)
eingefu¨hrt wurden, erlauben es, jedem Vektor i genau einen Zustand der Pha-
senstro¨me {ia, ib, ic} zuzuordnen. Genauso gut ist es aber auch mo¨glich, ein
kartesisches Koordinatensystem mit den Einheitsvektoren eα und eβ gema¨ß
Abb. 1.1 einzufu¨hren und den Vektor i mittels der Beziehungen
ea = eα (1.5)
eb = −1
2
eα +
√
3
2
eβ (1.6)
ec = −1
2
eα −
√
3
2
eβ (1.7)
als Linearkombination iαeα + iβeβ dieser Vektoren mit
iα = i · eα (1.8)
=
2
3
(
iaeα + ib
(
−1
2
eα +
√
3
2
eβ
)
+ ic
(
−1
2
eα −
√
3
2
eβ
))
· eα (1.9)
=
2
3
(
ia − 1
2
ib − 1
2
ic
)
(1.10)
iβ = i · eβ (1.11)
=
2
3
(
iaeα + ib
(
−1
2
eα +
√
3
2
eβ
)
+ ic
(
−1
2
eα −
√
3
2
eβ
))
· eβ (1.12)
=
2
3
(
0 +
√
3
2
ib −
√
3
2
ic
)
(1.13)
darzustellen.
1.1.2 Koordinatentransformationen
Die beiden letzten Ausdru¨cke des vorherigen Abschnittes zeigen die Idee der Ko-
ordinatentransformation vom abc– in das αβ–Koordinatensystem. Erga¨nzend
soll nun noch der Umstand betrachtet werden, daß Strom gegebenenfalls u¨ber
ein angeschlossenes Erdungskabel am Sternpunkt abfließen kann.
Sei der Strom durch den Sternpunkt der Maschine mit 3i0 bezeichnet
1, so
gilt nach dem Satz von KIRCHHOFF (vgl. Abb. 1.1)
3i0 = ia + ib + ic, (1.14)
man kann die Nullkomponente i0 also einfach zu
i0 =
1
3
ia +
1
3
ib +
1
3
ic (1.15)
=
2
3
(
1
2
ia +
1
2
ib +
1
2
ic
)
(1.16)
1natu¨rlich ist diese Festlegung willku¨rlich, sie orientiert sich aber an der ga¨ngigen Praxis
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erhalten. Unter Beru¨cksichtigung von (1.10), (1.13) und (1.16) ergibt sich also
fu¨r die Koordinatentransformation einer beliebigen Gro¨ße x vom abc– in das
αβ0–System in kompakter Form mit
Cαβ0 =
2
3

1 −
1
2 −12
0
√
3
2 −
√
3
2
1
2
1
2
1
2

 (1.17)
sowie ihrer Inversen
C−1αβ0 =
3
2


2
3 0
2
3
−13
√
3
3
2
3
−13 −
√
3
3
2
3

 (1.18)
xαβ0 = Cαβ0xabc, (1.19)
die Ru¨cktransformation kann mit
xabc = C
−1
αβ0xαβ0 (1.20)
durchgefu¨hrt werden. xabc und xαβ0 bedeuten hierbei die Koordinaten der
Gro¨ße x im abc– bzw. im αβ0–System.
1.1.3 Bewegung in bewegten Bezugssystemen
Die Verwendung eines rotierenden Koordinatensystems wird sich zwangsla¨ufig
auf die Bildung von Ableitungen auswirken, da in einem bewegten Bezugssy-
stem die tatsa¨chlichen A¨nderung einer physikalischen Gro¨ße x durch die Ei-
genbewegung des Beobachters verzerrt wird. Diese Eigenbewegung ist von der
beobachteten also wieder abzuziehen.
Im vorliegenden Fall kann die Relativbewegung der betrachteten Koordina-
tensysteme reduziert werden auf eine reine Rotation im Zweidimensionalen,
da die Urspru¨nge aller verwendeten Koordinatensysteme identisch sind. Das
Koordinatensystem (K) mo¨ge gegenu¨ber dem Koordinatensystem (S) um den
Winkel φ verdreht sein. Die Darstellung des Vektors x im Koordinatensystem
(K) x(K) kann aus der Darstellung des Vektors x im Koordinatensystem (S)
x(S) durch Multiplikation mit der zweidimensionalen Rotationsmatrix R
x(K) = Rx(S) (1.21)
mit
R =
(
cos(φ) sin(φ)
− sin(φ) cos(φ)
)
(1.22)
erhalten werden.
Behandelt man nun den Vektor x wie eine komplexe Zahl z, indem man den
Realteil zr und den Imagina¨rteil zj von z mit den Komponenten des Vektors
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(x1x2)
T identifiziert, so kann man nunmehr die Transformation der komplexen
Zahl z aus dem Koordinatensystem (S) in das (K)–Koordinatensystem durch
z(K) = z(S)e−jφ, (1.23)
ausdru¨cken, was sofort einleuchtet, wenn man die Multiplikation
z(K)r + jz
(K)
j = (z
(S)
r + jz
(S)
j )e
−jφ (1.24)
= z(S)r (cos φ− j sinφ) + jz(S)j (cos φ− j sinφ) (1.25)
= z(S)r cos φ + z
(S)
j sinφ− jz(S)r sinφ + jz(S)j cos φ (1.26)
ausfu¨hrt — sie liefert dasselbe wie (1.21).
Seien nun die Gro¨ßen, wie sie aus einem festen System beobachtet werden
mit (S) und jene, wie man sie in einem mit konstanter Winkelgeschwindigkeit
φ˙ = ωK umlaufenden Koordinatensystem messen wu¨rde mit (K) indiziert, so
gilt wegen (1.23)
x(S) = x(K)ejωKt (1.27)
und deshalb mit der Produktregel fu¨r die Ableitung
x˙(S) = x˙(K)ejωKt + jωKx
(K)ejωKt. (1.28)
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2 Lineare Induktionsmaschine — ein
Modellansatz
Lineare Induktionsmaschinen sind elektromechanische Energiewandler, sie a¨hneln
im Prinzip dem gewo¨hnlichen Asynchronmotor, arbeiten also aufgrund der
Wechselwirkung eines Prima¨rfeldes und eines vom Prima¨rfeld hervorgerufenen
Sekunda¨rfeldes. Das prima¨re Feld wird praktisch immer erzeugt durch einen
Strom, welcher in du¨nnen, zu Spulen angeordneten, elektrischen Leitern fließt.
Nach der Beschaffenheit des La¨ufers unterscheidet man die linearen Induk-
tionsmaschinen in solche mit strukturiertem und andere mit unstrukturiertem
Sekunda¨rteil. Unstrukturiert bedeutet in diesem Zusammenhang, daß das Se-
kunda¨rteil weder u¨ber eine geometrische, noch durch verschiedene Materialien
gebildete Struktur verfu¨gt. Konstruktiv ist diese Bauart abgeleitet von einst-
mals ausgepra¨gten Spulen im Sekunda¨rteil (wie sie auf der Prima¨rseite existie-
ren) u¨ber eine Ausfu¨hrung mit Induktionsschienen (a¨quivalent der Asynchron-
maschine mit Kurzschlußla¨ufer), von der letztlich nur eine homogene Reakti-
onsschiene u¨brig bleibt, welche Strom nicht in diskreten Bahnen leitet, sondern
einen sog. Wirbelstrom fu¨hrt.
Unter diesen Voraussetzungen ist der KIRCHHOFFsche Maschen– und Kno-
tenpunktsatz im La¨ufer nicht anwendbar. Induktivita¨t und elektrischer Wider-
stand sind nicht wie fu¨r die Prima¨rspulen definiert. Bekannt ist nur, daß ein —
wie auch immer gearteter — Strom fließt, welcher wiederum ein magnetisches
Feld aufbaut, das nach der LENZschen Regel der Ursache seiner Entstehung,
der Relativbewegung dem Prima¨rfeld also, entgegen wirkt.
2.1 Modellannahmen
Zu behandeln ist in der vorliegenden Arbeit die lineare Induktionsmaschine mit
unstrukturiertem Sekunda¨rteil. Vorausgesetzt wird allerdings, daß man fu¨r die
physikalisch komplizierten Vorga¨nge im La¨ufer konzentrierte Parameter ableiten
kann, welche, eingesetzt in ein Modell fu¨r diskrete Leiter, das Verhalten des
Motors mit unstrukturiertem La¨ufer abbilden.
Der Weg zum Modell des Linearmotors mit unstrukturiertem La¨ufer wird
also wie folgt verlaufen:
• Herleitung eines Modells fu¨r eine gewo¨hnliche (rotierende) Asynchronma-
schine mit Kurzschlußla¨ufer
• Transformation des Modells der rotierenden Maschine in ein Modell fu¨r
den Linearmotor
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• Bestimmung der (konzentrierten) Modellparameter des Sekunda¨rteils aus
den verteilten Parametern der Reaktionsschiene — dies wird hier nicht
behandelt
Um einen Zusammenhang der wirklichen Welt mathematisch untersuchen zu
ko¨nnen, ist es notwendig, ein Modell fu¨r diesen Sachverhalt zu finden. Zen-
trale Eigenschaft eines jeden Modells ist dabei die Verku¨rzung, die Vereinfa-
chung des Untersuchungsgegenstandes nach dem Gesichtspunkt der geplanten
Verwendung. In der Regel allerdings spielt neben dem Verwendungszweck des
Modells auch seine Beherrschbarkeit eine wichtige Rolle, weshalb die folgenden
Beschra¨nkungen gemacht werden sollen.
2.1.1 Modelleigenschaften
• keine Betrachtung der Sa¨ttigung, Magnetisierungskennlinie sei linear
• Einfu¨hrung konzentrierter Parameter
• alle ra¨umlich verteilten Gro¨ßen haben einen sinusfo¨rmigen Verlauf u¨ber
dem Umfang des Luftspaltes
• Eisenverluste und Stromverdra¨ngung werden vernachla¨ssigt
• Widersta¨nde und Induktivita¨ten sind nicht von der Temperatur abha¨ngig
• die La¨ufergro¨ßen sind bereits mit dem U¨bersetzungsverha¨ltnis umgerech-
net (Lh = M)
• keine Endeffekte
• Der geometrische Aufbau von Prima¨r– und Sekunda¨rteil ist in Bewegungs-
richtung periodisch, Spannung werde durch ein symmetrisches Dreipha-
sensystem eingepra¨gt.
• Sternmittelpunkt nicht geerdet
2.1.2 Spannungsgleichungen und magnetische Wechselwirkung
Die grundlegenden Zusammenha¨nge in einer elektrischen Maschine ko¨nnen be-
schrieben werden durch die Maschenspannungsgleichungen in den Stator– und
Rotorwicklungen. Bei einem Dreiphasensystem im Stator wa¨ren zuna¨chst also
drei Spannungsgleichungen allein fu¨r den Stator auszuwerten. Bei einem symme-
trischen System allerdings kann mit den in Abschnitt 1.1.1 gewonnenen Formu-
lierungen mit je einer komplexen Gleichung fu¨r Stator und Rotor ausgekommen
werden. Fu¨r den Stator gilt, gemessen in einem statorfesten Koordinatensystem
(S),
u
(S)
S = RSi
(S)
S + Ψ˙
(S)
S . (2.1)
Hierbei bedeuten uS die eingepra¨gte Spannung, RS der ohmsche Widerstand
in den Leitern des Stators sowie Ψ˙S die A¨nderung des Magnetischen Flusses,
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welcher die Statorspulen durchsetzt. Fu¨r den Rotor gilt in derselben Weise,
beobachtet aus einem rotorfesten Koordinatensystem (R),
u
(R)
R = RRi
(R)
R + Ψ˙
(R)
R . (2.2)
Aus einem mit beliebiger aber konstanter Winkelgeschwindigkeit umlaufenden
Koordinatensystem K werde die Umlaufgeschwindigkeit des Stators mit ωKS
und jene des Rotors mit ωKR beobachtet. Die Relativgeschwindigkeit zwischen
Rotor und Stator werde mit
ωRS := ωKS − ωKR (2.3)
eingefu¨hrt. In diesem Koordinatensystem (K) ko¨nnen nun beide Gleichungen
mit den Transformationen (1.27) und (1.28) zu
u
(K)
S e
(jωKSt) = RSi
(K)
S e
(jωKSt) + Ψ˙
(K)
S e
(jωKSt) + jωKStΨ
(K)
S e
(jωKS t) (2.4)
u
(K)
R e
(jωKRt) = RRi
(K)
R e
(jωKRt) + Ψ˙
(K)
R e
(jωKRt) + jωKRtΨ
(K)
R e
(jωKRt) (2.5)
erhalten werden, was durch Ku¨rzen von ejωKSt bzw. ejωKRt u¨bergeht in
u
(K)
S = RSi
(K)
S + Ψ˙
(K)
S + jωKSΨS
(K) (2.6)
u
(K)
R = RRi
(K)
R + Ψ˙
(K)
R + jωKRΨR
(K). (2.7)
Die Gleichungen (2.6) und (2.7) sind nun aufgeschrieben in einem beliebigen
Koordinatensystem, bis hierhin allerdings noch vo¨llig unabha¨ngig voneinander.
Eine Kopplung beider Gleichungen ergibt sich u¨ber die magnetischen Flu¨sse,
welche Linearkombinationen in allen anwesenden Stro¨men sind; eine Kompo-
nente des Flusses Ψ
(R)
R im La¨ufer ru¨hrt sowohl vom Strom i
(R)
S im Stator also
auch von i
(R)
R im La¨ufer her.
Allgemein kann geschrieben werden, daß der Fluß Ψ zu
Ψi = Liki
k. (2.8)
erhalten werden kann. Unter der Annahme, daß die magnetischen Flu¨sse in
der elektrischen Maschine ihre Ursache vornehmlich in den Stator– und La¨ufer-
stro¨men haben, a¨ußere Einflu¨sse also keine zusa¨tzlichen Beitra¨ge liefern, gilt
Ψ
(S)
S = LS · i(S)S + Lh · i(S)R (2.9)
Ψ
(R)
R = LR · i(R)R + Lh · i(R)S , (2.10)
wobei LS und LR die Selbstinduktivita¨ten in Stator und Rotor, sowie Lh die
Kopplungsinduktivita¨t1 bedeuten soll. Im Koordinatensystem (K) aufgeschrie-
1Die Kopplungsinduktivita¨t Lh gibt an, in welcher Sta¨rke der Strom im Stator Einfluß auf
den Fluß im Rotor nimmt und umgekehrt
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ben wird hieraus mit (1.27)
Ψ
(K)
S = LS · i(K)S + Lh · i(K)R (2.11)
Ψ
(K)
R = LR · i(K)R + Lh · i(K)S . (2.12)
Weil es noch gebraucht werden wird, sollen auch Ausdru¨cke fu¨r i
(K)
R , und
Ψ˙
(S)
S = Ψ˙
(K)
S + jωKSΨS
(K) jeweils als Funktionen von i
(K)
S , i˙
(K)
S und Ψ
(K)
R
angegeben werden. Hierzu werden die Gleichungen (2.11) und (2.12) zuna¨chst
aufgefasst als lineares Gleichungssystem in i
(K)
S und Ψ
(K)
R , dessen Lo¨sung mit
der Abku¨rzung
σ := 1− L
2
h
LRLS
, (2.13)
eindeutige Lo¨sbarkeit vorausgesetzt, auf
i
(K)
R =
1
LR
Ψ
(K)
R −
Lh
LR
i
(K)
S (2.14)
Ψ
(K)
S = σLSi
(K)
S +
Lh
LR
Ψ
(K)
R (2.15)
fu¨hrt. Eine Vorschrift mit den gewu¨nschten Eigenschaften fu¨r i
(K)
R ist mit (2.14)
bereits gefunden, Ψ˙
(K)
S + jωKSΨS
(K) kann durch (2.15) und der einfach zu
bildenden Zeitableitung von (2.15) in (K) zu
Ψ˙
(K)
S + jωKSΨ
(K)
S = σLS
di
(K)
S
dt
+
Lh
LR
dΨ
(K)
R
dt
+ jωKSσLSi
(K)
S + jωKS
Lh
LR
Ψ
(K)
R
(2.16)
bestimmt werden.
Zum Streukoeffizienten σ sei noch angemerkt, daß dieser in der Praxis immer
zwischen Null und Eins liegt, also
0 < σ < 1 (2.17)
gilt. Aus diesem Grund ist fu¨r realistische Werte (LS , LR, Lh verschieden von
Null) auch das Gleichungssystem {(2.11), (2.10)} immer eindeutig lo¨sbar.
2.1.3 Betrachtungen zum Drehmoment
Die Gleichung fu¨r das Drehmoment einer elektrischen Maschine ist von zentraler
Bedeutung, sie verbindet das elektrische mit dem mechanischen Teilsystem des
Motors. Ein Weg zu ihm zu gelangen, ist die Leistungsbilanz. Hierbei wird
angenommen, daß die abgegebene mechanische Leistung Pmech der Maschine
gleich der aufgenommen elektrischen Leistung Pel abzu¨glich der Verlustleistung
PΩ an den ohmschen Widersta¨nden zuzu¨glich der A¨nderung der in der Maschine
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gespeicherten magnetischen Feldenergie E˙magn
Pmech = Pel − PΩ + E˙magn (2.18)
ist. Das Drehmoment kann sodann durch Division mit der mechanischen Kreis-
frequenz des La¨ufers ωmech zu
M =
Pmech
ωmech
(2.19)
erhalten werden. Eine ausfu¨hrliche Ableitung fu¨r das Drehmoment ist in [Kov]
zu finden, an dieser Stelle soll davon ausgegangen werden, daß sich das innere
Drehmoment einer Drehfeldmaschine mit
miM =
3p
2
Im{iS ·Ψ∗S} (2.20)
bestimmen la¨ßt.
Dieses so genannte innere Drehmoment ist jedoch zuna¨chst nur eine Hilfs-
gro¨ße, es gibt nur fu¨r Maschinen mit der Polpaarzahl Eins das tatsa¨chlich am
Rotor wirksame Drehmoment an, da es die Leistung bezogen auf die Relativge-
schwindigkeit der elektrischen Rotor– und Statorgro¨ßen ωRS repra¨sentiert. Die
tatsa¨chliche mechanische Drehzahl ist um den Faktor Polpaarzahl kleiner —
das tatsa¨chliche Drehmoment also auch um genau diesen Faktor gro¨ßer.
2.2 Modellgleichungen nach Grotstollen
Mit den Gleichungen (2.6), (2.7), (2.11), (2.12) und (2.20) sind alle Zusam-
menha¨nge fu¨r ein vollsta¨ndiges Maschinenmodell zusammengetragen; zu wa¨hlen
bleibt noch die Umlaufgeschwindigkeit des Koordinatensystems und die zu eli-
minierenden Variablen. Im Modell nach Grotstollen wird das Koordinatensy-
stem (K) am Rotorfluß ausgerichtet: es la¨uft mit der Geschwindigkeit des Ro-
torflusses um und wird so gewa¨hlt, daß der Rotorfluß eine rein reelle Gro¨ße wird.
Es soll mit diesen Eigenschaften von nun an Koordinatensystem (F ) heißen.
Da (F ) lediglich ein Sonderfall des Koordinatensystems (K) ist, ko¨nnen die
Gleichungen (2.6), (2.7), (2.11) und (2.12) in F geschrieben werden als
u
(F )
S = RSi
(F )
S + Ψ˙
(F )
S + jωFSΨS
(F ) (2.21)
u
(F )
R = RRi
(F )
R + Ψ˙
(F )
R + jωFRΨR
(F ) (2.22)
Ψ
(F )
S = LS · i(F )S + Lh · i(F )R (2.23)
Ψ
(F )
R = LR · i(F )R + Lh · i(F )S . (2.24)
Nachdem das Modell nach Grotstollen nun auf das Beobachterkoordinatensy-
stem (F ) festgelegt ist, bleibt noch die Frage, der zu verwendenden Systemvaria-
blen. In den Gleichungen (2.6) und (2.7) ko¨nnen aus der Menge der Variablen
{iS , iR,ΨR,ΨS} genau zwei eliminiert werden, indem die Gleichungen (2.11)
und (2.12) aufgefaßt werden als lineares Gleichungssystem in den zu eliminie-
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renden Variablen. Die Lo¨sungen des linearen Gleichungssystems ko¨nnen dann in
(2.6) bzw. (2.7) eingesetzt werden. Exemplarisch wurde das im Abschnitt 2.1.2
bereits gezeigt fu¨r das Entfernen von iR und ΨS und damit fu¨r die Variablen,
wie sie auch im Grotstollenmodell ersetzt werden.
Wie fu¨r die Spannungsgleichungen gilt fu¨r die Ausdru¨cke (2.14) und (2.16),
daß sie ohne Weiteres auch in (F ) zu
i
(F )
R =
1
LR
Ψ
(F )
R −
Lh
LR
i
(F )
S (2.25)
und
Ψ˙
(F )
S + jωFSΨ
(F )
S = σLS
di
(F )
S
dt
+
Lh
LR
dΨ
(F )
R
dt
+ jωFSσLSi
(F )
S + jωFS
Lh
LR
Ψ
(F )
R
(2.26)
aufgeschrieben werden ko¨nnen.
Die Stator– und Rotorspannungsgleichung im Koordinatensystem (F ) (2.21)
und (2.22) lauten mit den Ersetzungen (2.25) und (2.26) nun
uS = RSiS + σLS
diS
dt
+
Lh
LR
dΨR
dt
+ jωFSσLSiS + jωFS
Lh
LR
ΨR (2.27)
uR =
RR
LR
ΨR − RRLh
LR
iS +
dΨR
dt
+ jωFRΨR. (2.28)
Es soll im Folgenden bis zum Ende des Abschnitts 2.2 aufgrund des ha¨ufigen
Auftretens vereinbart werden, daß Gro¨ßen, beobachtet aus dem Koordinaten-
system (F ), ohne den Index fu¨r das Koordinatensystem geschrieben werden.
Die Gleichungen (2.27), (2.28) bilden wiederum ein lineares Gleichungssystem
in diS
dt
und dΨR
dt
, es kann mit der Substitution
ρ := 1 +
L2hRR
L2RRS
(2.29)
und unter Verwendung der Relativgeschwindigkeit
ωRS := ωFS − ωFR (2.30)
schließlich nach
dΨR
dt
= uR − RR
LR
ΨR +
RR
LR
LhiS − j(ωFS − ωRS)ΨR (2.31)
diS
dt
= uS − Lh
σLRLS
uR − ρRS
σLS
iS +
LhRR
σLSL2R
ΨR − jωRS Lh
σLRLS
ΨR − jωFSiS
(2.32)
aufgelo¨st werden.
Aus dem komplexen Ausdruck fu¨r das innere Drehmoment (2.20) folgt mit
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der Ersetzung (2.15) fu¨r ΨS
miM =
3p
2
Im
{
iS ·
(
σLSiS +
Lh
LR
·ΨR
)∗}
, (2.33)
was wiederum u¨bergeht in
miM =
3p
2
Lh
LR
Im{iS ·Ψ∗R}, (2.34)
da beim Ausmultiplizieren in (2.33) i · i∗ = |i|2 reell ist.
Die komplexen Differentialgleichungen sollen nun in je zwei reelle Kompo-
nenten unter Zuhilfenahme von
ΨR = ΨR (2.35)
iS = iSd + j · iSq (2.36)
aufgespalten werden2. Zusa¨tzlich wird davon ausgegangen, daß uR gleich Null
ist — schließlich wird auf Rotorseite keine a¨ußere Spannung angelegt. Aus der
Rotorflußdifferentialgleichung (2.31) folgt somit
Re :
dΨR
dt
= −RR
LR
ΨR +
LhRR
LR
iSd (2.37)
Im : ωFS =
RRLh
LR
· iSq
ΨR
+ ωRS , (2.38)
die Statorstromgleichung (2.32) liefert
Re :
diSd
dt
= −ρRS
σLS
iSd +
1
σLS
uSd +
LhRR
σLSL
2
R
ΨR + ωFSiSq (2.39)
Im :
diSq
dt
= −ρRS
σLS
iSq + uSq − ωRS Lh
σLSLR
ΨR − ωFSiSd. (2.40)
Das a¨ußere, also das tatsa¨chlich am Rotor wirkende Drehmoment ist um den
Faktor p gro¨ßer als das Innere, weil die Drehzahl aufgrund der Polteilung p–mal
kleiner ist; fu¨r das tatsa¨chliche Drehmoment ergibt sich also
mM =
3p2
2
Lh
LR
iSq ·ΨR. (2.41)
2.2.1 U¨bergang von Rotation zu Translation
Die Anwendung der gewonnen Zusammenha¨nge der rotierenden elektrischen
Maschine auf einen Linearmotor folgt einem denkbar einfachen Prinzip. In [Gie]
beispielsweise erfa¨hrt man, daß sich ein Linearmotor gedanklich erzeugen la¨ßt,
indem man Stator und Rotor einer rotierenden Maschine an einer Stelle auf-
schneidet und, wie Abb. 2.1 zu entnehmen ist, sie anschließend entlang einer
2Der imagina¨re Anteil von ΨR entfa¨llt aufgrund der besonderen Wahl des Koordinatensy-
stems
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R
N NS NS S
Schnitt NN
S
S
S
N
τ
2pτ
M
F
R = U
2pi
=
pτ
pi
F = M
R
Abbildung 2.1: von der rotierenden zur translatorischen Maschine
Geraden “abwickelt”. Wenn man dieser U¨berlegung folgt, ergibt sich als Zu-
sammenhang zwischen Luftspaltradius R des rotierenden Antriebs und der Pol-
teilung τ im Falle eines linearen Aufbaus
R =
U
2pi
=
pτ
pi
, (2.42)
wobei hier p die Polpaarzahl und τ die Polteilung des Linearmotors, sowie U
bzw. R Umfang, respektive Radius der rotierenden Maschine bedeuten sollen.
Da F⊥R gilt, kann der Betrag des Drehmoments als Produkt der Betra¨ge
M = F · R, (2.43)
also F =
M
R
= M
pi
pτ
(2.44)
geschrieben werden. Schließlich gilt fu¨r die translatorische Geschwindigkeit v,
daß sie der Bahngeschwindigkeit eines rotorfesten Punktes am Luftspalt ent-
spricht, weshalb desweiteren
v = ωm
pτ
pi
= ωRS
τ
pi
= x˙ (2.45)
gelten muß. Ersetzt man nun ωFS gema¨ß (2.38) in den verbleibenden Gleichun-
gen, so erha¨lt man unter Anwendung von (2.44) und (2.45) das nichtlineare
13
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Differentialgleichungssystem nach Grotstollen gema¨ß [Yan]
diSd
dt
= −ρRS
σLS
iSd +
1
σLS
uSd +
LhRR
σLSL
2
R
ΨR +
RRLh
LR
· i
2
Sq
ΨR
+
pi
τ
x˙iSq
diSq
dt
= −ρRS
σLS
iSq +
1
σLS
uSq − pi
τ
x˙
Lh
σLSLR
ΨR − RRLh
LR
· iSqiSd
ΨR
− pi
τ
x˙iSd
dΨR
dt
= −RR
LR
ΨR +
LhRR
LR
iSd
mx¨ = −bx˙ + 3pip
2τ
Lh
LR
iSq ·ΨR − FL
(2.46)
Die vierte Gleichung in (2.46) beschreibt hierbei die Bewegung des Sekunda¨rteils
unter Annahme einer viskosen Da¨mpfung b, sowie einer eingepra¨gten Kraft FL,
welche die a¨ußere Belastung des Antriebs zusammenfaßt.
2.2.2 Stationa¨rer Zustand
Als ein stationa¨rer Zustand des Differentialgleichungssystems soll ein Zustand
verstanden werden, bei welchem iSd, iSq, ΨR und x˙ konstant, ihre Ableitungen
also identisch Null sind.
0 = −ρRS
σLS
iSd +
1
σLS
uSd +
LhRR
σLSL2R
ΨR +
RRLh
LR
· i
2
Sq
ΨR
+
pi
τ
x˙iSq (2.47)
0 = −ρRS
σLS
iSq +
1
σLS
uSq − pi
τ
x˙
Lh
σLSLR
ΨR − RRLh
LR
· iSqiSd
ΨR
− pi
τ
x˙iSd (2.48)
0 = −RR
LR
ΨR +
LhRR
LR
iSd (2.49)
0 = −bx˙ + 3pip
2τ
Lh
LR
iSq ·ΨR − FL (2.50)
Unter Zuhilfenahme dieser stationa¨ren Gleichungen ko¨nnen die anzulegenden
Spannungen berechnet werden, welche zu einem stationa¨ren Verhalten fu¨hren.
Nachdem fu¨r die 7 Variablen iSd, iSq, ΨR, x˙, uSd, uSq und FL nur vier Glei-
chungen zur Verfu¨gung stehen, kann zuna¨chst jedoch keine eindeutige Lo¨sung
gefunden werden. Vielmehr ist es notwendig, 3 Gro¨ßen festzulegen. Behandelt
man beispielsweise x˙, FL und ΨR als Parameter, so kann u¨ber sukzessives Ein-
setzen eine Lo¨sung gefunden werden. Hierbei ergibt sich aus (2.49)
iSd,0 =
ΨR,0
Lh
, (2.51)
Gleichung (2.50) liefert
iSq,0 =
2τLR
3pipLh
· bx˙0 + FL,0
ΨR,0
, (2.52)
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womit (2.47) und (2.48) nach den Spannungen
uSd,0 = ρRSiSd,0 − LhRRΨR,0
L2R
− σLSRRLhi
2
Sq,0
LRΨR,0
− σpiLSiSq,0x˙0
τ
(2.53)
uSq,0 = ρRSiSq,0 +
piLhΨR,0x˙0
τLR
+
σLSRRLhiSd,0iSq,0
LRΨR,0
+
σpiLSiSd,0x˙0
τ
(2.54)
aufgelo¨st werden ko¨nnen.
2.2.3 Linearisierung des Differentialgleichungssystems
Bestimmte theoretische Aussagen u¨ber ein Differentialgleichungssystem, unter
anderem Stabilita¨tsvorhersagen, lassen sich nur fu¨r Systeme mit besonderen
Eigenschaften machen. Eine Reihe von Theorien beschra¨nkt sich beispielsweise
auf lineare Systeme. Um diese Methoden auch nutzbar zu machen fu¨r nicht-
lineare Systeme, bedient man sich des Umstandes, daß sich ein nichtlineares
System in der Na¨he eines festgelegten Arbeitspunktes durch ein lineares appro-
ximieren la¨ßt, in der Art, wie auch die Tangente an eine Kurve in Umgebung
des Tangentialpunktes eine gute Na¨herung der Kurve darstellt.
In Ra¨umen ho¨herer Dimension kann von Tangentialkurve oder –ebene nicht
gesprochen werden, eine lineare Na¨herung aber kann, wie im R2/R3 auch, durch
Taylorentwicklung der nichtlinearen Funktionen bis hin zum linearen Glied er-
folgen.
Fu¨r (2.46) ergeben sich mit der Einfu¨hrung von
˙˜iSd := i˙Sd − i˙Sd,0
˙˜iSq := i˙Sq − i˙Sq,0
˙˜ΨR := Ψ˙R − Ψ˙R,0
¨˜x := x¨− x¨0
(2.55)
fu¨r die Sto¨rungen des Arbeitspunktes und den daraus folgenden mo¨glichen Er-
setzungen3
i˙Sd =
˙˜iSd + i˙Sd,0
...
(2.56)
die linearisierten Gleichungen am Arbeitspunkt (iSq,0, iSq,0,ΨR,0, x˙0) zu
˙˜iSd + i˙Sd,0 ≈ −ρRS
σLS
(˜iSd + iSd,0) +
1
σLS
uSd,0 +
LhRR
σLSL2R
(Ψ˜R + ΨR,0)+
+
RRLh
LR
·
(
2iSq,0
ΨR,0
i˜Sq −
i2Sq,0
Ψ2R,0
Ψ˜R +
i2Sq,0
ΨR,0
)
+
+
pi
τ
(
iSq,0 ˙˜x + x˙0 i˜Sq + x˙0iSq,0
)
(2.57)
3hier nur exemplarisch fu¨r iSd eingefu¨hrt
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˙˜iSq+i˙Sq,0 ≈ −ρRS
σLS
(˜iSq+iSq,0)+
1
σLS
uSq,0−pi
τ
Lh
σLSLR
(x˙0Ψ˜R+ΨR,0 ˙˜x+ΨR,0x˙0)−
− RRLh
LR
·
(
iSd,0
ΨR,0
i˜Sq +
iSq,0
ΨR,0
i˜Sd −
iSq,0iSd,0
Ψ2R,0
Ψ˜R +
iSq,0iSd,0
ΨR,0
)
−
− pi
τ
(
iSd,0 ˙˜x + x˙0 i˜Sd + x˙0iSd,0
)
(2.58)
˙˜ΨR + Ψ˙R,0 ≈ −RR
LR
(Ψ˜R + ΨR,0) +
LhRR
LR
(˜iSd + iSd,0) (2.59)
¨˜x + x¨0 ≈ − b
m
( ˙˜x + x˙0) +
3pip
2mτ
Lh
LR
(ΨR,0 i˜Sq + iSq,0Ψ˜R + iSq,0ΨR,0)− FL,0
m
.
(2.60)
Die nichtlinearen Terme wurden dabei gema¨ß Tabelle 2.1 entwickelt. Betrach-
tet man die erhaltenen Ausdru¨cke nun na¨her, so stellt man fest, daß in jeder
Gleichung sowohl auf der linken als auch auf der rechten Seite die Arbeits-
punktlo¨sung enthalten ist, sie kann also auf beiden Seiten subtrahiert werden.
U¨brig bleibt dann das lineare Differentialgleichungssystem fu¨r die Sto¨rungen
{˜iSd, i˜Sq, Ψ˜R, ˙˜x} am Arbeitspunkt (iSd,0, iSq,0,ΨR,0, x˙0)
˙˜iSd = −ρRS
σLS
i˜Sd +
(
LhRR
σLSL2R
− RRLhi
2
Sq,0
LRΨ2R,0
)
Ψ˜R
+
(
2RRLhiSq,0
LRΨR,0
+
pix˙0
τ
)
i˜Sq +
piiSq,0
τ
˙˜x (2.61)
˙˜iSq = −
(
pi
τ
Lhx˙0
σLSLR
− RRLhiSq,0iSd,0
LRΨ2R,0
)
Ψ˜R−
−
(
RRLh
LR
iSq,0
ΨR,0
+
x˙0pi
τ
)
i˜Sd −
(
ρRS
σLS
+
RRLhiSd,0
LRΨR,0
)
i˜Sq−
−
(
pi
τ
iSd,0 +
pi
τ
LhΨR,0
σLSLR
)
˙˜x (2.62)
˙˜ΨR = −RR
LR
Ψ˜R +
LhRR
LR
i˜Sd (2.63)
¨˜x = − b
m
˙˜x +
3pipLhΨR,0
2mτLR
i˜Sq +
3pipLhiSq,0
2mτLR
Ψ˜R. (2.64)
2.3 Differentialgleichungssystem nach Jungnickel
Will man das Gleichungssystem nach Grotstollen (2.46) numerisch untersuchen,
so wird man zu der Feststellung gelangen, daß ωFS wegen Gleichung (2.38) fu¨r
einen Fluß ΨR = 0 nicht definiert ist. Anfahrvorga¨nge ko¨nnen jedenfalls nicht
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Tabelle 2.1: U¨bersicht Linearisierungsvorschriften
Funktion Linearisierung
f(a, b) = a · b flin(a, b) = a0b˜ + b0a˜ + a0b0
f(a, b) = a
2
b
flin(a, b) = 2
a0
b0
a˜− a20
b2
0
b˜ +
a2
0
b0
f(a, b, c) = a·b
c
flin(a, b, c) =
b0
c0
a˜ + a0
c0
b˜− a0b0
c2
0
c˜ + a0b0
c0
f(a) = a flin(a) = a˜ + a0
exakt mit der Integrationsbedingung ΨR = 0 gerechnet werden.
Abhilfe schafft in diesem Fall die Herleitung des Gleichungssystems fu¨r die
lineare Induktionsmaschine im statorfesten Koordinatensystem (S), als System-
variable werden die Flu¨sse ΨS und ΨR ausgewa¨hlt. Hierzu wird {(2.11), (2.12)}
aufgefaßt als lineares Gleichungssystem in den Flu¨ssen. Es ergibt sich seine
Lo¨sung zu
i
(K)
S =
LS
LSLR − L2h
Ψ
(K)
R −
Lh
LSLR − L2h
Ψ
(K)
S
=
1
σLSLR
(LRΨ
(K)
S − LhΨ(K)R )
(2.65)
i
(K)
R =
LR
LSLR − L2h
Ψ
(K)
S −
Lh
LSLR − L2h
Ψ
(K)
R
=
1
σLSLR
(LSΨ
(K)
R − LhΨ(K)S ).
(2.66)
Im Koordinatensystem (S) aufgeschrieben ergeben sich die Spannungsglei-
chungen (2.6), (2.7) mit den Ersetzungen (2.65) und (2.66) fu¨r die Stro¨me
zuna¨chst zu
u
(S)
S = RS
(
1
σLSLR
(LRΨ
(S)
S − LhΨ(S)R )
)
+ Ψ˙
(S)
S + jωSSΨ
(S)
S (2.67)
u
(S)
R = RR
(
1
σLSLR
(LSΨ
(S)
R − LhΨ(S)S )
)
+ Ψ˙
(S)
R + jωSRΨ
(S)
R . (2.68)
Da im statorfesten Koordinatensystem (S) die Umlaufgeschwindigkeit des Sta-
tors ωSS Null betragen wird folgt mit
ωSS = 0 (2.69)
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eingesetz in
ωRS = ωSS − ωSR (2.70)
ωSR = −ωRS. (2.71)
Die Gleichungen (2.67) und (2.68) gehen somit u¨ber in
Ψ˙S = uS − RS
σLSLR
(LRΨS − LhΨR) (2.72)
Ψ˙R = uR − RR
σLSLR
(LRΨR − LhΨS) + jωRSΨR. (2.73)
Auch im vorliegenden Abschnitt 2.3 sowie im Kapitel 3 soll eine Vereinfachung
gemacht werden: Fu¨r Gro¨ßen im Koordinatensystem (S) soll der Bezeichner
(S) entfallen
Mit
Ψ˙S = ΨSα + jΨSβ (2.74)
Ψ˙R = ΨRα + jΨRβ (2.75)
ergibt sich aufgeteilt nach Real– und Imagina¨rteil fu¨r das elektrische Teilsystem
Ψ˙Sα = uSα − RS
σLSLR
(LRΨSα − LhΨRα) (2.76)
Ψ˙Sβ = uSβ − RS
σLSLR
(LRΨSβ − LhΨRβ) (2.77)
Ψ˙Rα = uRα − RR
σLSLR
(LSΨRα − LhΨSα)− ωRSΨRβ (2.78)
Ψ˙Rβ = uRβ − RR
σLSLR
(LSΨRβ − LhΨSβ) + ωRSΨRα. (2.79)
Schließlich wird die Gleichung fu¨r das innere Drehmoment erhalten, durch
Ersetzen von iS gema¨ß (2.65) in (2.20)
miM =
3p
2
Im
{
1
σLSLR
(LSΨS − LhΨR) ·Ψ∗S
}
(2.80)
=
3p
2σLSLR
Im {LSΨSΨ∗S − LhΨRΨ∗S} (2.81)
=
3p
2σLSLR
Im {−LhΨRΨ∗S} (2.82)
=
3p
2σLSLR
Im{−Lh(ΨRαΨSα −ΨRαΨSβj + ΨRβΨSαj + ΨRβΨSβ)}
(2.83)
=
3pLh
2σLSLR
(ΨRαΨSβ −ΨRβΨSα). (2.84)
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Das a¨ußere Drehmoment
mM =
3p2Lh
2σLSLR
(ΨRαΨSβ −ΨRβΨSα) (2.85)
ist wiederum um den Faktor p gro¨ßer.
2.3.1 Rotation → Translation
Teilt man nun das Drehmoment (2.85) durch den Luftspaltradius (2.42) erha¨lt
man die Kraft und mit der Ersetzung (vgl. (2.45))
ωRS =
pi
τ
x˙ (2.86)
das vollsta¨ndige Gleichungssystem im statorfesten Koordinatensystem (S), so,
wie es Dr. Jungnickel vorschla¨gt:
Ψ˙Sα = uSα − RS
σLSLR
(LRΨSα − LhΨRα)
Ψ˙Sβ = uSβ − RS
σLSLR
(LRΨSβ − LhΨRβ)
Ψ˙Rα = uRα − RR
σLSLR
(LSΨRα − LhΨSα)− pi
τ
x˙ΨRβ
Ψ˙Rβ = uRβ − RR
σLSLR
(LSΨRβ − LhΨSβ) + pi
τ
x˙ΨRα
x¨ = − b
m
x˙ +
3pipLh
2στmLSLR
(ΨRαΨSβ −ΨRβΨSα)− FL
m
(2.87)
2.3.2 Stationa¨re Lo¨sung
Eine Lo¨sung fu¨r das Gleichungssystem im Koordinatensystem (S) kann gefun-
den werden durch Transformation der stationa¨ren Lo¨sung im mit ωFS umlau-
fenden Koordinatensystem (F ); es gilt fu¨r eine Gro¨ße x im Koordinatensystem
(S) gema¨ß (1.27)
x(S) = x(F )ejωFSt. (2.88)
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Hieraus ergibt sich in (S)
Ψ
(S)
R,0 = Ψ
(F )
R,0e
jωFSt (2.89)
ΨRα,0 = ΨR,0 cos(ωFSt) (2.90)
ΨRβ,0 = ΨR,0 sin(ωFSt) (2.91)
i
(S)
S,0 = i
(F )
S,0 e
jωFSt (2.92)
iSα,0 = iSd,0 cos(ωFSt)− iSq,0 sin(ωFSt) (2.93)
iSβ,0 = iSd,0 sin(ωFSt) + iSq,0 cos(ωFSt) (2.94)
und mit ΨR,0 = LhiSd,0 aus (2.49)
Ψ
(S)
S,0 = σLSi
(S)
S,0 +
Lh
LR
Ψ
(S)
R,0 (2.95)
ΨSα,0 = σLSiSα,0 +
Lh
LR
ΨR,0 cos(ωFSt) (2.96)
= LSiSd,0 cos(ωFSt)− σLSiSq,0 sin(ωFSt) (2.97)
ΨSβ,0 = σLSiSα,0 − Lh
LR
ΨR,0 sin(ωFSt) (2.98)
= LSiSd,0 sin(ωFSt) + σLSiSq,0 cos(ωFSt) (2.99)
2.3.3 Linearisierte Gleichungen in (S)
Zur Linearisierung werden die Gleichungen in (2.87) wieder in eine Taylorreihe
entwickelt und wiederum hebt sich die dadurch erhaltene stationa¨re Lo¨sung auf
beiden Seiten der Gleichung auf. Mit den Ersetzungen
Ψ˜Sα = ΨSα −ΨSα,0
Ψ˜Sβ = ΨSβ −ΨSβ,0
Ψ˜Rα = ΨRα −ΨRα,0
Ψ˜Rβ = ΨRβ −ΨRβ,0
˙˜x = x˙− x˙0
20
2.4 Eingabe der Differentialgleichungen in matlab
werden die linearisierten Gleichungen zu
˙˜ΨSα = − RS
σLSLR
(LRΨ˜Sα − LhΨ˜Rα) (2.100)
˙˜ΨSβ = − RS
σLSLR
(LRΨ˜Sβ − LhΨ˜Rβ) (2.101)
˙˜ΨRα = − RR
σLSLR
(LSΨ˜Rα − LhΨ˜Sα)− pi
τ
x˙0Ψ˜Rβ − pi
τ
˙˜xΨRβ,0 (2.102)
˙˜ΨRβ = − RR
σLSLR
(LSΨ˜Rβ − LhΨ˜Sβ) + pi
τ
x˙0Ψ˜Rα +
pi
τ
˙˜xΨRα,0 (2.103)
¨˜x = − b
m
˙˜x +
3pipLh
2στmLSLR
(ΨRα,0Ψ˜Sβ + Ψ˜RαΨSβ,0 −ΨRβ,0Ψ˜Sα − Ψ˜RβΨSα,0)
(2.104)
erhalten.
2.4 Eingabe der Differentialgleichungen in matlab
Um die gewonnenen Differentialgleichungssysteme behandeln zu ko¨nnen, bedarf
es einer Software zur numerischen Lo¨sung dieser Systeme. In der vorliegenden
Arbeit wurden hierzu matlab/simulink und zur Nachrechnung das Programm
alaska benutzt. Die Abbildungen 2.2 und 2.3 zeigen den Signalflußplan der
nichtlinearen Differentialgleichungssysteme nach Grotstollen und Jungnickel in
simulink.
21
2 Lineare Induktionsmaschine — ein Modellansatz
Abbildung 2.2: Signalflußplan des Modells nach Grotstollen in matlab/simulink
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2.4 Eingabe der Differentialgleichungen in matlab
Abbildung 2.3: Signalflußplan des Modells nach Jungnickel matlab/simulink
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Im vorliegenden Abschnitt soll es nun darum gehen, ob und wann die gefunde-
nen Lo¨sungen der linearisierten Gleichungen fu¨r den Arbeitspunkt, an welchem
sie linearisiert wurden, asymptotisch stabil sind. Asymptotisch stabil bedeutet
hierbei, daß das System nach einer Sto¨rung, beispielsweise durch zeitlich be-
grenztes Einwirken von außen, wieder zum Arbeitspunkt zuru¨ck kehrt. Ist das
System nicht stabil, kann das Verhalten undefiniert sein, es ist beispielsweise
aber auch mo¨glich, daß sich ein neuer Arbeitspunkt einstellt. Sto¨rung heißt,
daß eine oder mehrere Zustandsvariablen geringfu¨gig von außen vera¨ndert wer-
den oder aber, daß die Anfangsbedingungen die Arbeitspunktlo¨sung nicht exakt
erfu¨llen.
3.1 Stabilita¨t der stationa¨ren Lo¨sung von
Differentialgleichungssystemen mit periodischen
Koeffizienten
Fu¨r bestimmte Klassen von Differentialgleichungssystemen gibt es nun bereits
geschlossene Theorien, was die Stabilita¨t angeht. Fu¨r die linearisierten System-
gleichungen (2.100) bis (2.104) kann gema¨ß [Lei] das Theorem von Floquet zur
Anwendung kommen, da es fu¨r lineare Differentialgleichungen mit periodischen
Koeffizienten
y˙i =
n∑
k=1
pik(t)yk, i = 1, 2, ..., n (3.1)
gilt. Gefordert werden muß noch, daß alle pik reelle, beschra¨nkte, periodische
Funktionen mit der gemeinsamen Periode T sind.
Im Folgenden soll gelten: Terme mit doppelt auftauchenden Indizes sind
zu verstehen als die Summe des Terms u¨ber die betreffende Indexmenge.
Die Idee ist nun, daß aufgrund der Periodizita¨t auch
y
(k)
i (t + T ) (3.2)
ein Lo¨sungssystem von (3.1) ist, wenn bekannt ist, daß
y
(k)
i (t) (3.3)
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ein Fundamentalsystem von Lo¨sungen mit den Anfangsbedingungen
y
(k)
i (0) = δik (3.4)
ist.
Wenn das so ist, dann muss y
(k)
i (t + T ) eine Linearkombination der Lo¨sung
des Fundamentalsystems sein, so daß
y
(k)
i (t + T ) = arky
(r)
i (t), i, r, k = 1, 2, ..., n, (3.5)
mit den entsprechenden Konstanten ark ist. Setzt man nun in (3.5) t = 0 ein,
so erha¨lt man wegen der Anfangsbedingungen (3.4)
y
(k)
i (T ) = arky
(r)
i (0) = arkδir (3.6)
und daraus die Beziehung
aik = y
(k)
i (T ). (3.7)
Der Satz von Floquet lautet nun mit den so bezeichneten charakteristischen
Multiplikatoren %k aus der Gleichung
det (ari − %δri) = 0 (3.8)
Satz 3.1 Wenn alle charakteristischen Exponenten λk = 1/ω · ln %k negative
Realteile, die charakteristischen Multiplikatoren %k also absolute Betra¨ge kleiner
als Eins haben, so ist die stationa¨re Lo¨sung asymptotisch stabil.
Die ausfu¨hrliche Herleitung hierzu kann, wie schon angemerkt [Lei] entnommen
werden.
3.2 Stabilita¨t der Gleichungen nach Jungnickel
Die Stabilita¨t des Gleichungssystems {2.100 bis 2.104} kann nun fu¨r konkrete
Fa¨lle nach folgendem Algorithmus u¨berpru¨ft werden:
• Gleichung (3.7): Berechnen der k Spaltenvektoren von aik durch k–maliges
Ausfu¨hren der numerische Integration des Gleichungssystems bis zum
Zeitpunkt t = T . Als Startbedingung ist jeweils der k–te Spaltenvektor
aus δik zu wa¨hlen.
• Bestimmung der Eigenwerte %i von (aik) aus (3.8)
• Auswerten der erhaltenen Lo¨sungen: Die Betra¨ge der komplexen Lo¨sungen
mu¨ssen laut Satz 3.1 alle innerhalb des Einheitskreises liegen, dann ist die
stationa¨re Lo¨sung des Systems stabil.
Da hier im zweiten Punkt eine numerische Lo¨sung vollzogen wird, ko¨nnen
keine analytischen Ausdru¨cke erhalten werden, welche man auf Bedingungen
25
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Tabelle 3.1: Parameter aus Versuchsstand Paderborn
Parameter Wert Parameter Wert
RS 1.09 Ω m 5 kg
RR 2.97 Ω b 1
kg
s
LS 0.02573 H p 3
LR 0.02071 H τ 0.1 m
Lh 0.00923 H
fu¨r Stabilita¨t untersuchen ko¨nnte. Der Algorithmus ist eher eine Art Test auf
Stabilita¨t.
Es soll nun an dieser Stelle ein Zahlenbeispiel eingefu¨hrt werden mit den Pa-
rametern eines Linearmotorversuchsstandes an der Universita¨t Paderborn. Die
konkreten Zahlenwerte sind in Tabelle 3.1 angegeben. Zusa¨tzlich werde festge-
legt, daß der Motor bei einer konstanten Geschwindigkeit x˙0 = 3
m
s
die eben-
falls konstante Kraft FL,0 = 100N aufbringen solle. Der Fluß im Sekunda¨rteil
ΨR,0 betrage 0.12 Vs. Aus diesen Angaben, auch sie sind angelehnt an den
Versuchsstand aus Paderborn, ergeben sich die Stro¨me im Arbeitspunkt der
Grotstollengleichungen im Koordinatensystem F gema¨ß (2.51) und (2.52) zu
iSd,0 = 13.00A (3.9)
iSq,0 = 13.62A (3.10)
Um die stationa¨re Lo¨sung der Gleichungen nach Jungnickel im Koordinatensy-
stem (S) erhalten zu ko¨nnen wird noch ωFS beno¨tigt, es kann erhalten werden
mit der Ersetzung ωRS =
pi
τ
x˙ aus (2.45) eingesetzt in (2.38) und ergibt sich hier
im Beispiel zu
ωFS = 244.5Hz (3.11)
Integriert man nun die linearisierten Gleichungen nach Jungnickel (2.100) bis
(2.104) von 0 bis T = 2pi
ωFS
mit den Anfangsbedingungen
Ψ˜Sα(0) = 1 (3.12)
Ψ˜Rβ(0) = 0 (3.13)
Ψ˜Rα(0) = 0 (3.14)
Ψ˜Rβ(0) = 0 (3.15)
˜˙x(0) = 0, (3.16)
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Abbildung 3.1: die fu¨nf Multi-
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Abbildung 3.2: Ausschnitt,
Grenze
so erha¨lt man den ersten Spaltenvektor von (aik) aus Gleichung (3.7). Mit den
Anfangsbedingungen
Ψ˜Sα(0) = 0 (3.17)
Ψ˜Rβ(0) = 1 (3.18)
Ψ˜Rα(0) = 0 (3.19)
Ψ˜Rβ(0) = 0 (3.20)
˜˙x(0) = 0 (3.21)
ergibt sich der zweite Spaltenvektor aus (aik) und so fort. Hat man alle 5 In-
tegrationen durchgefu¨hrt, kann man das charakteristische Polynom von (aik)
lo¨sen und erha¨lt
%1 = 0.9822 (3.22)
%2 = 0.3271 − 0.0425j (3.23)
%3 = 0.3271 + 0.0425j (3.24)
%4 = −0.0064 − 0.0082j (3.25)
%5 = −0.0064 + 0.0082j. (3.26)
Wie man leicht sehen kann sind die Betra¨ge aller % kleiner als Eins, diese sta-
tiona¨re Lo¨sung ist also asymptotisch stabil.
Fu¨hrt man die Rechnung, wie sie gerade skizziert wurde, fu¨r verschiedene
Arbeitspunkte durch, so werden die Lo¨sungen des charakteristischen Polynoms
in der Komplexen Zahlenebene wandern. In Abb. 3.1 sind die Lo¨sungen des
charakteristischen Polynoms aufgetragen, der Arbeitspunkt wird immer wie-
der neu, und zwar mit einer um jeweils 1N erho¨hten Kraft FL berechnet und
die komplexen Lo¨sungen des charakteristischen Polynoms eingezeichnet. Man
kann sehen, daß die Ortskurve von %1 den Einheitskreis verla¨sst — der Arbeits-
punkt mit dieser Lo¨sung ist nicht mehr stabil. In Abb. 3.2 ist der betreffende
Ausschnitt noch einmal vergro¨ßert dargestellt: Die Lo¨sung wandert hierbei von
links nach rechts, ab FL ≈ 120N wird sie instabil.
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Die Mo¨glichkeit, Vorhersagen machen zu ko¨nnen u¨ber das Verhalten in be-
stimmten Situationen, u¨ber die Auswirkung konstruktiver Vera¨nderungen, daß
sind ha¨ufige Gru¨nde fu¨r die Simulation. Der Weg hierhin ist die Modellbil-
dung, wie sie in Abschnitt 2 erla¨utert wurde und, darum soll es nun gehen,
die numerische Lo¨sung des Differentialgleichungssystems, konkret des Anfangs-
wertproblems des Differentialgleichungssystems.
4.1 Stationa¨rer Zustand, Stabilita¨t
In einem ersten Schritt sollen einfache Bewegungsabla¨ufe, angefangen mit dem
Zustand stationa¨rer mechanischer Bewegung des La¨ufers gerechnet werden.
Spektakula¨re Ergebnisse sind hierbei sicher nicht zu erwarten — schließlich
geht es um einen Vorgang, der auch analytisch noch beherrschbar ist — der
Versuch soll aber dennoch gewagt werden, schon allein um das Modell zu veri-
fizieren1. Zudem sollen die Aussagen zur Stabilita¨t des Arbeitspunktes, so wie
sie in Abschnitt 3 gemacht wurden, u¨berpru¨ft werden.
4.1.1 Verhalten an einem stationa¨ren Arbeitspunkt
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Abbildung 4.1: Stationa¨rer Zustand, stabil
Nachdem in Abschnitt 3 anhand eines Beispiels die Stabilita¨t untersucht wur-
de, soll nun auch dieses Beispiel durch Rechnung ausgewertet werden. Der Ar-
beitspunkt wurde hier fu¨r eine Kraft FL = 100N berechnet, und Stabilita¨t wur-
1Verifizieren hier im Sinne von U¨berpru¨fen, ob die gefundenen Modellgleichungen richtig
eingegeben wurden und ob Vorgang Integration das vorausgesagte Ergebnis liefert
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de fu¨r das lineare System vorhergesagt. Abb 4.1 zeigt nun Geschwindigkeits–
und Kraftverlauf des nichtlinearen Systems, es wird nicht gesto¨rt als Anfangsbe-
dingung ist bereits der stationa¨re Zustand gewa¨hlt. Das System weist an diesem
Punkt stabiles Verhalten auf.
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Abbildung 4.2: Stationa¨rer Zustand, instabil
Ganz anders stellt sich der Sachverhalt fu¨r einen Arbeitspunkt, resultierend
aus einer Kraft FL = 150N dar: Abbildung 4.2 zeigt, daß das System an diesem
Punkt, wie vorhergesagt, nicht stabil ist. Auch hier wurde die Integration im
Arbeitspunkt gestartet, dennoch verla¨sst das System bei t ≈ 23s den Arbeits-
punkt ohne a¨ußeren Einfluß2.
Nach ca. 35s scheint sich erneut ein anderer Arbeitspunkt eingestellt zu
haben, die Zustandsvariablen bleiben bis zum Integrationsende konstant bei
iSd = 16.56A, iSq = 16, 16A, x˙ = 5.651
m
s
. Auch die eingepra¨gten Span-
nungen/Kra¨fte sind Unvera¨nderliche mit uSd = −92.85V, uSq = 152.9V und
FL = 150N. Setzt man diese Werte in die Gleichungen (2.47) bis (2.50) ein,
so sind diese erfu¨llt, es handelt sich also tatsa¨chlich um einen stationa¨ren Zu-
stand. Der Test auf Stabilita¨t, wie er im Kapitel 3 vorgestellt wird, liefert fu¨r
die Eigenwerte von (aik)
%1 = 0.9708 (4.1)
%2 = 0.3952 − 0.0414j (4.2)
%3 = 0.3952 + 0.0414j (4.3)
%4 = −0.0314 − 0.0064j (4.4)
%5 = −0.0314 + 0.0064j, (4.5)
der neue Arbeitspunkt ist also stabil.
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Abbildung 4.3: Anfahrvorgang
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Abbildung 4.4: Bremsen durch Abschalten der Spannungszufuhr
4.1.2 Anfahrvorgang, Bremsen, Wechsel des Arbeitspunktes
Interessanter sind sicherlich dynamische Vorga¨nge, wie Anfahren und Brem-
sen. Einschra¨nkend muß allerdings bemerkt werden, daß eben jene Abla¨ufe
sehr stark von der zur Verfu¨gung stehenden Energieversorgung abha¨ngen. Im
Allgemeinen ist der maximale Strom begrenzt, eine solche Begrenzung ist im
vorliegenden Modell jedoch nicht beru¨cksichtigt. Desweiteren ist auch der Re-
gelalgorithmus nicht implementiert. Es ko¨nnen hier also nur folgende einfache
Versuche vorgestellt werden: Fu¨r den Betrieb an einem Arbeitspunkt werden
die einzupra¨genden Spannungen berechnet, der Beschleunigungsvorgang wird
mit diesen Arbeitspunktspannungen gestartet. Natu¨rlich ist diese eine sehr be-
schra¨nkte Untersuchung, immerhin gestattet sie es aber, den Fall maximaler
Beschleunigung zu Untersuchen, wenn auch unter der Annahme, daß beliebig
große Stro¨me fließen ko¨nnen.
2Das System wird nicht gesto¨rt, lediglich die Ungenauigkeit der numerischen Integration
nimmt Einfluß auf die stationa¨re Lo¨sung
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Abbildung 4.5: Bremsen durch Gegenfeld
Was nun passiert, wenn man Spannung an das ruhende System anlegt, illu-
striert Abb. 4.3. Es handelt sich im Grunde um denselben Versuch, wie in Abb
4.1, mit dem Unterschied jedoch, daß die Integration nicht im Arbeitspunkt be-
ginnt, sondern alle Zustandsvariablen zum Integrationsbeginn gleich Null sind.
Scho¨n zu erkennen ist, wie die Kraft, und damit auch die Beschleunigung, mit
zunehmender Geschwindigkeit abnimmt. Das starke U¨berschwingen der Kraft
in den ersten Augenblicken der Integration bis zum Zeitpunkt t ≈ 0.2s ist
zum einen der hohen Kraft im Stillstand geschuldet, ru¨hrt wahrscheinlich aber
auch von den idealisierten Schaltvorga¨ngen her: der Spannungsverlauf erfolgt
sprunghaft.
Abb. 4.4 zeigt Geschwindigkeits– und Kraftverlauf fu¨r das Abschalten: Zum
Zeitpunkt t = 5s wird die Spannungszufuhr (wieder sprunghaft) abgestellt, der
Motor la¨uft einfach aus. Da zwar auch in diesem Fall die Bewegung zum erliegen
kommen wird, von Bremsen im Sinne von aktiver Verzo¨gerung allerdings keine
Rede sein kann, soll schließlich noch gezeigt werden was passiert, wenn man die
a¨ußere Spannung am Arbeitspunkt ihrem Richtungssinn nach einfach umkehrt:
Abb. 4.5 macht klar, daß elektrisches Bremsen durchaus eine Option ist — es
gilt jedoch auch hier, die Geschwindigkeit entsprechend auf Null zu regeln, in
Abb 4.4 wird sich die Bewegungsrichtung nach dem Durchschreiten von v = 0
umkehren.
Ein letzter dynamischer Vorgang ist in Abb. 4.6 dargestellt. Auch hier findet
eine Beschleunigung statt, allerdings nimmt diese ihren Ausgangspunkt nicht
in der Ruhelage, sondern fu¨hrt von einem Arbeitspunkt zu einem Anderen.
4.1.3 Einfluß der Maschinenparameter auf den Anfahrvorgang
Es bleibt noch, den Einfluß der Maschinenparameter auf den Beschleunigungs-
vorgang und damit auf die aufgebrachte Kraft zu untersuchen. Hierzu wurden
zuna¨chst die einzupra¨genden Spannungen fu¨r die Gro¨ßen aus Tabelle 3.1 und
einen Arbeitspunkt, der gekennzeichnet ist durch x˙ = 3 m
s
, FL = 25N, berech-
net. Bei der Simulation wurde dann je ein Parameter vera¨ndert, und zwar in
Anlehnung an eine geometrische Reihe von der Ha¨lfte des Tabellenwertes bis
31
4 Simulation
 
	
fffiffifl 
"!
ffi#$%'& )(
*,+-
./
0
1 2
3
4
/
5
+
.
6 7 8
4
1:9
;=<
3 >
?
@
?
?
ACBEDA@FBED@GBED
D
>
A
@
G
?
Abbildung 4.6: Wechsel des Arbeitspunktes
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Abbildung 4.7: Anfahren,
abha¨ngig von
RR
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Abbildung 4.8: Anfahren,
abha¨ngig von
RS
zum Zweifachen. Es ist nach dieser Methode zuna¨chst also einmal zu erwarten,
daß fu¨r den unvera¨nderten Parameter, fu¨r den Tabellenwert also, der Arbeits-
punkt erreicht wird. Das ist immer auch der Wert, wie er in der Legende der
Diagramme in den Abb. 4.7 bis 4.11 an dritter (mittlerer) Stelle steht. Die
vier weiteren Kurven zeigen dann den Verlauf der Beschleunigung, wenn zwar
der entsprechende Parameter, z.B. RS , variiert wird, die angelegte Spannung
allerdings unvera¨ndert bleibt.
Zuna¨chst soll betrachtet werden, welchen Einfluß die elektrischen Widersta¨nde
in Stator und La¨ufer haben. Wie zu erwarten war, wirkt sich ein erho¨hter Wi-
derstand, sowohl im Stator als auch im La¨ufer, negativ auf die Beschleunigung
aus; schließlich sind es eben diese Leitungsverluste, die laut (2.18) der Bildung
des Drehmoments abgehen. Interessant jedoch ist, daß eine Verdoppelung der
Statorwidersta¨nde am konkreten Beispiel hier deutlich gro¨ßeren Einfluß auf die
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Abbildung 4.9: Anfahren,
abha¨ngig von
LR
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Abbildung 4.10: Anfahren,
abha¨ngig von
LS
Beschleunigung nimmt, als eine Steigerung der Widersta¨nde im Rotor. Dieser
Erkenntnis kann man sich bedienen, wenn man beispielsweise durch ein (im
Allgemeinen teureres) Material mit geringerem spezifischen Widerstand den
Wirkungsgrad erho¨hen mo¨chte. Zu beachten bleibt hierbei allerdings, daß ins-
gesamt im Stator deutlich mehr Leitermaterial beno¨tigt wird.
Die Variation der Selbstinduktivita¨ten (vgl. Abb. 4.9 und 4.10) LS , LR von
Stator bzw. Rotor zeigt dieselbe Tendenz wie die Vera¨nderung der Widersta¨nde:
Eine Erho¨hung der Induktivita¨t, gleich ob in Roter oder Stator, fu¨hrt zu einer
Absenkung der Beschleunigung. Zu beachten ist dabei, daß der Einfluß dieser
Parameter offensichtlich deutlich gro¨ßer ist: Eine Verdopplung der Selbstinduk-
tivita¨t in Stator oder Rotor fu¨hrt dazu, daß die angreifende a¨ußere Kraft FL vom
Motor nicht mehr aufgebracht werden kann. Der La¨ufer bewegt sich ru¨ckwa¨rts,
also entgegengesetzt zur elektrischen Anregung durch die eingepra¨gte Spannung
uS .
Bleibt noch die Koppelinduktivita¨t Lh zu untersuchen. Wie zu erwarten stei-
gert eine Erho¨hung von Lh die Beschleunigung deutlich. Anhand der Leistungs-
bilanz (2.18) argumentiert wird auch klar, warum das so sein muss: Die Lei-
stung, wie sie u¨ber Lh abfa¨llt, kennzeichnet die Luftspaltleistung, also jenen
Anteil, der das Drehmoment bildet. Ausgehend von den Zahlenwerten hat die
(in allen Fa¨llen gleiche) relative A¨nderung von Lh den gro¨ßten Einfluß auf die
A¨nderung der Beschleunigung.
Zu beachten bleibt allerdings die Tatsache, daß alle fu¨nf hier betrachteten Mo-
dellparameter RS , RR, LS, LR und Lh nur formal mathematisch unabha¨ngig
voneinander sind. In Wirklichkeit ist es natu¨rlich so, daß beispielsweise die
Erho¨hung der Selbstinduktivita¨t einer Spule durch Erho¨hung der Wicklungs-
zahl auch ihren elektrischen Widerstand erho¨hen wird. Und auch die Kopp-
lungsinduktivita¨t Lh ist keineswegs unabha¨ngig von der Gestalt der tatsa¨chlich
verwendeten Spulen.
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Abbildung 4.11: Anfahren, abha¨ngig von Lh
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